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L’utilisation des calculatrices n’est pas
autorisée pour cette épreuve

Le sujet comporte 3 problémes indépendants.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui
vous semble étre une erreur d’énoncé,
signalez-le sur votre copie et poursuivez la
composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous étes amené-e a prendre.



Probléeme 1. Algebre

On considere I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels, M3(R),
et les trois matrices suivantes :

0 00 1 0 0 2.0 0
A=]0 o o|, B=|-2 -1 0|, c=[3 10
10 1 0 0 1 2.0 0

On note F le sous espace vectoriel de M3(R) engendré par la famille B = (A, B, C') et pour
a, b, c réels, on pose
Mype = aA+bB + cC.

—

. Prouver que la famille B est une base de F. Donner la dimension de F.

[\

. Montrer que la matrice C? appartient a& F. Donner ses coordonnées dans la base B.
Dans la suite de I'exercice, on considere les matrices suivantes

Ny=A-B—-0C, Ny=24-2B—-C, N;=A.

3. Montrer que la famille B’ = (Ny, Na, N3) est une base de F.
4. Donner la matrice de passage P de la base B a la base B’. Déterminer son inverse.

5. Soit a, b, ¢ trois nombres réels. On note x,y, z les coordonnées de My,. dans B’. On a
donc My = N1 + yNo + 2N3. Exprimer x, y, z en fonction de a, b, c.

Probléme 2. Probabilités et statistiques

On considére un jeu de lancers successifs et indépendants d’une piece a pile ou face.
On note X; la variable aléatoire représentant le i-ieme lancer, i € N*. X; prend la valeur
1 (pile) avec probabilité p € [0,1] et la valeur 0 (face) avec probabilité ¢ = 1 — p. Les
variables aléatoires X; sont donc indépendantes et identiquement distribuées.

n
1. Pour n € N*, on note S,, = ZXi' Que représente S, 7 Quelle est sa loi 7 Justifier.
i=1
2. On note T7 le temps d’attente avant I’apparition du premier pile. Ainsi, pour i € N*,
I'évenement {17 =i} = {X; =0,...,X;_1 =0, X; = 1}. Déterminer la loi de 7} et donner
son espérance.
3. De fagon similaire, pour £ € N* on note T}, le temps d’attente avant 'apparition du
k-ieme pile. On utilise la convention 1o = 0. Ainsi, T}, = 0 si, et seulement si k = 0.
a. Que représente le temps Ty 1 — T} 7
b. Montrer que



<p> gm, si0 <t <-o- <t

0 sinon.

P(Ty=t1,..., Ty =ty) =

4. On suppose qu’au lancer n, on a observé m piles. Posons A = {S,, = m} et
B:{letla---aTm:tm}7 (tlggtmgn)

Calculer P(B|A), la probabilité conditionnelle de B sachant A.

5. Soit n € N*, un lancer particulier. Que représente Tg, 7 Ts 17 T, 1 — Ts, 7
Attention aux indices : on s’intéresse 4 S, + 1 et non S,11 (ni méme Tg, +1).
6. On pose U, =n —1Tg, et V,, = Ts, 11 —n. On note que les valeurs possibles pour U,
(respectivement V},) sont {0,...,n} (respectivement N*).

a. Calculer P(U,, = i,V,, = j) (On distinguera les cas i =n et 0 < i < n).

b. En déduire que

pgt si0<i<mn
q

. et P(V, =) =pg L
" si1=n,

P(Un:z’):{

c. En déduire que U, et V,, sont des variables aléatoires indépendantes.

7. Exprimer Tg, 11 — T, en fonction de U, et V,,. En déduire E[T,; — T, ] et la comparer
a E[T].

Probléme 3. Analyse

Rappel : On rappelle que la fonction cosinus est définie, continue, 27-périodique, dé-

rivable sur R, de dérivée x — — sin(x) et paire. La fonction sinus est définie, continue,
2m-périodique, dérivable sur R, de dérivée x +— cos(x) et impaire. De plus,

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Dans cet exercice, on considere %, 1’ensemble des fonctions continues sur R et 27-
périodique. On rappelle qu’une fonction f : R — R est 27w-périodique si pour tout x € R,
f(z +27) = f(z). On note aussi pour m € Z les fonctions ¢, et s,, définies sur R comme
suit : ¢, @ x> cos(mzx), et s, : x > sin(ma). Pour f,g € €., on définit :

(F.0) == [ @gtde, W= = [ ferds



1. Montrer que :

cos(a + b) + cos(a — b) sin(a 4+ b) — sin(a — b).

cos(a) cos(b) = , et cos(a)sin(b) =

2 2
2. Soit m,n € N. Montrer que :
0 sim#n 0 sim=#n
(CnyCem) =491 sim=mn#0, (Snysm) =41 sim=mn#0, (Cnysm) = 0.
2sim=n=0 0sim=n=0

Dans toute la suite, pour f € 65, et m € N, m # 0, on définit les coefficients réels :

Um,f = (f,cm) = i/ﬂ f(z)cos(mz)dx, by = (f,Sm) = 1 /7T f(z) sin(mx)dz,

- T J—7

etaoff—/ x)dx, bo,s = 0.
3. Montrer que si f est paire, b, s = 0 et si f est impaire, a,, f = 0, pour tout m € N.

4. Soit n € N. Soit a,,, by, € R pour m € {0,...n}. On pose
g(z) = a0+ Y _ (amcos(mz) + by, sin(mz))..
m=1

a. Montrer que g € %;.
b. Montrer que ay, g = ap, €t by, g = by, pour m € {1,...,n} et agy = ao.
5. Soit f € €a,. Pour n € N, on définit la fonction S, (f) € 65, comme suit :
n

Ve €R, S,(f)(z):=aos+ Y (am,ycos(mz)+ by ssin(mz)).

m=1

a. Montrer que ||S,(f)|* = 245 ; + Z ( az, ¢+ b2, )
b. Montrer que (f — S,(£), Sa(f)) — 0. puis aue [P = [1Su()IP + 1/ = Su(FIP
1 n
. 2 2
c. En déduire que ag ; + §mZ:1 U, f —i—bm’f < %/_ﬂf z)*dx.

n +oo
d. En déduire que la suite <Z afmf + b,2n7f> converge. On note » a,Qn’f + bfmf
m= neN* m=1
cette limite. En déduire 1'inégalité de Bessel :

a0f+ Zamf+bmf— ﬁ[ﬂf(x)de



