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L’utilisation des calculatrices n’est pas
autorisée pour cette épreuve

Le sujet comporte 3 problemes indépendants.

Si, au cours de I’'épreuve, vous repérez ce qui
vous semble étre une erreur d’énoncé,
signalez-le sur votre copie et poursuivez la
composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous étes amené-e a prendre.



Probléme 1.

On considére un R-espace vectoriel £ de dimension 3, muni de la base B = (e, e, €3),
et f: E — FE l'application linéaire associée a la matrice

2 1 0
M=]1-3 -1 1
1 0 -1

dans la base B. Pour une application linéaire f, la notation f* désigne I'application f
composée k fois avec elle-méme, c’est-a-dire f2 = f o f et pour tout k > 2, f¥ = fo fF1

On rappelle que pour deux matrices A et B qui commutent, c’est-a-dire telles que
AB = BA, on a la formule du binéme de Newton

n —~ (1) 1k pnek
(A+ B) —zcz:%](k)A B"F.
1. Donner f(ey), f(ea) et f(es).

2. Déterminer le rang de f. L’application est-elle bijective? En déduire dim(Kerf), la
dimension du noyau de f.

3. Soit k € N, k > 2. Calculer Matg(f*), la matrice associée a f* dans la base B. Déterminer
le rang de f* et en déduire dim(Ker f*).

4. Soit v ¢ Kerf2. Montrer que C = (f2(v), —f(v),v) est une base de E. Ecrire M’ =
Matc(f), la matrice associée a f dans la base C.

5. Vérifier que e3 ¢ Ker f2.

6. On désigne par P la matrice de passage de B & C. Déterminer P et P~! lorsque v = e3
en justifiant vos résultats, et vérifier que M’ = P~'MP.

7. On pose N = M + I, ou I désigne la matrice identité. Calculer N™ en fonction de M
pour n € N. En déduire ’expression de N™.

8. Soient (pn)nen, (¢n)nen €t (rn)nen trois suites réelles définies par récurrence par pg = 0,
qo =1, 1o =0 et, pour n € N*, par

Pn = 3pn—l +qn-1, Qn = _3pn—1 + -1, Th = Pn-1-

DPn
En considérant le vecteur X,, = | ¢, |, exprimer la relation de récurrence sous forme

'n
matricielle et montrer que X,, = N"Xj.

9. Pour tout entier n, déterminer les expressions de p,,, ¢, et r, en fonction de n.



Probléme 2.

Soit d > 0, un réel que l'on cherche a estimer. On considére X une variable aléatoire
dont la densité est définie, pour t € R, par

2t

— it d
)= @ site|0,d],

0 sinon.

1. a. Vérifier que f est une densité.
b. Calculer l'espérance E(X) et la variance Var(X) de X.

2. Soient X1, ..., X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Pour un
p€{2,...,n— 1} fixé, on pose

12 1 n
T =-%"X, Th= X,
agpd ’ n—pi:,;l

et Va,b€eR, Di(a,b) =aTi + bT5.

a. Quelle condition doit vérifier (a,b) pour que D (a,b) soit un estimateur sans biais
de d?

b. On s’intéresse aux estimateurs D (a, b) sans biais, c’est-a-dire tels que (a, b) vérifie la
condition précédente. Parmi ces estimateurs, déterminer celui, noté D7, qui est de variance
minimale.

c. Calculer la limite de la variance de Dy, Var(D7), quand n — +o0.

3. On note D = max (Xy,---, X,).
a. Déterminer la fonction de répartition F' et montrer que la densité f de D est définie
par

0 sit<0etsit>d,
f(t) = { 2ps2n—1
d2n

b. Calculer Iespérance E(D) et la variance Var(D) de D.

2 —~

c. Calculer la limite de E(D) et Var(D) quand n — +oc.
d. Déterminer le réel k tel que kD soit un estimateur sans biais de d. On note D3 cet

si0<t<d.

estimateur. Calculer Var(D3).

4. Comparer Var(D7) et Var(D3). Lequel de ces deux estimateurs est préférable ?



Probléme 3.

On définit les fonctions g, h : R — R par

g(t) = (t+1)In(t) —2(t — 1),
h(t) =2(t* — 1) In(t) — 4(1 — t)*

1. Justifier que g est deux fois dérivable sur R, et étudier les variations de g.

2. a. Trouver un polynéme P tel que h = gP.
b. En déduire les variations de h, et montrer que pour tout ¢ > 0, h(t) > 0.

On s’intéresse maintenant a la fonction f : R} x RY — R définie par

f(a.y) = (@ — y)(n(z) —Iny) —4 (VZ - v5) -

3. a. Montrer que I'on peut écrire f(z,y) = h(v(z,y)) pour tout (z,y) € R x R% avec
v une certaine fonction définie sur R x R?.

b. Justifier que f(z,y) > 0 pour tout (z,y) € R x R%.
4. a. Quelle condition nécessaire doit satisfaire (z*, y*) pour que f admette un extremum
en (z*,y*)7

b. Avec le changement de variable ¢t = g, conclure sur les possibles extrema de f.
x

2
1 1
On pourra utiliser Uégalité t + — = t+—] —2.
p 9 ; (xf \/,‘5)

c. Montrer que f admet un minimum global.



