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Si, au cours de l’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des
miatiatives qu’il est amené a prendre.






Notations

Dans tout 1’énoncé, on adopte les notations suivantes :

— Si E et F sont deux ensembles non vides, alors E' x I’ désigne ’ensemble de tous les
couples de la forme (z,y) avec x € E et y € F. Si k > 1 est un entier, on note E*
I'ensemble des k-uplets (1, ,xy) avec z; € E pour 1 <i < k.

— Pour tout entier d > 1, {.|.) désigne le produit scalaire canonique sur R¢ défini par

d
Vo = (xlu e ,.Td) € Rd7vy = (yla" ! ;yd) € Rd? <$‘y> = leyz
=1

On note || - || la norme associée définie sur R par :
d
Vo = (xla T ,.I'd) € Rd? H‘mH = (Z l‘?)l/Q,
i=1
On note (e1,--- ,eq) la base canonique de R

— Si E est un ensemble non vide et g une application de £ dans R, on note in}fﬂ g(z) la
TE

borne inférieure de ’ensemble non vide g(F) défini par
g(E):={yeR |3z € E tel que y = g(z)}.

On rappelle que cette borne inférieure est bien définie si g est minorée sur E, c¢’est-
a~dire s’il existe un nombre réel m tel que

Ve e E, g(z) = m.

De méme, on note sup g(x) la borne supérieure de g(FE). Cette borne supérieure est
zeE
bien définie s’il existe un nombre réel M tel que

Ve € E, g(z) < M.

Si fi et fy sont deux fonctions de E dans R, on note min(f, f2) la fonction de F
dans R définie par

Vo € B, min(fi, f2)(z) = min(fi(z), fa(z)).

— Sid > 1 est un entier, f : R? — R une fonction et K > 0 une constante réelle, on dit
que f est K-Lipschitzienne si

V(z,y) e R xR, |f(z) — f(y)| < K[|z —yl.

On dit que f est Lipschitzienne s’il existe une constante réelle K > 0 telle que f est
K-Lipschitzienne.

On note B(R?, R) I'ensemble des fonctions bornées de R? dans R. Pour toute fonction
[ € B(R4 R) on pose
|floo = sup | f(z)].

z€R4

Dans toute la suite, d désignera un entier naturel non nul.



Partie I : approximation par des fonctions Lipschit-
ziennes

Dans toute cette partie, € et a désignent deux nombres réels avec € > 0 et a > 1.

Si h : R? — R est une fonction minorée, on définit, sous réserve d’existence, la fonction
T.h : R? — R par

Ve €Y, (L)) = inf ((y) + -y - o)

yeR

1. Soit h : R? — R une fonction minorée. Montrer que la fonction 7.h est bien définie

sur R? et que
Vo € RY, (T.h)(z) < h(z).

2. Soient hy et hy deux fonctions de R? dans R minorées. On pose H = min(hy, hy).
Montrer que T, H est bien définie sur R¢ et que T.H = min(T,hy, Tohy).
Indication : pour prouver cette derniere identité, on peut d’abord montrer que
TEH < min(Tahl, Tghg).

3. On suppose dans cette question uniquement que a = 2. Soit g : R? — R la fonction
définie par

vz eRY, g(z) = ||z

Calculer (1.g)(x) pour tout z € R%
Indication : pour z € R? fixé, on peut décomposer tout vecteur y € R sous la forme
y = Axr + y, avec A un nombre réel et y; un vecteur orthogonal a z.

4. On suppose ici uniquement que a = 1. Soit & : R% — R une fonction minorée.
(a) Montrer que T.h est 1-Lipschitzienne.

(b) Montrer que T.h = h si et seulement si h est %—Lipschitzienne

(c) On se place dans le cas ot h(z) = ||z|| pour tout x € RY. Montrer que
1
Vo € R (T.h)(x) = min(1, =)||z].
3
(d) Soit £ : R? — R la fonction définie par : £(x) = min(1, ||z]|) pour = € R%.

Exprimer (7.¢)(z) en fonction de € et  pour tout z € RY.

On revient désormais au cas général ou o > 1. Dans toute la suite de cette
partie, f € B(R% R) est une fonction fixée.

5. Montrer que T.f € B(R%,R) et que |T. floo < | f]oo-
6. Soit z € R%. On pose
1
A(z) ={y e R | f(y) + lly = ll* < f(2)}.
Montrer que A(x) # (), que
vy € A(x), lly — 2|l < (2 f]o0)"*.

et que .
(L)) = inf (F(y) +lly - 2|,

yEA(x)
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7. On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que pour tout € R,
il existe y, € R? tel que

1 03
(Tef)(@) = Fya) + Zllye = 2[I
8. Montrer que pour tous z € R? et y € R?, on a

1 (0%
(@) = F@I S ITf = floo + Zlly — 2%
9. On pose ici et dans toute la suite, sous réserve d’existence,

vr € [0,400], wi(r)= sup |f(z) - f(y)l,
(zy)€Bo(r)

ou
Bo(r) = {(z,y) e R xR | ||z —y|| < r}.

Démontrer les deux assertions suivantes

(a) Pour tout réel r > 0, ws(r) est bien défini et
1 e
Wf<7")<’T5f—f‘oo+gT .

(b) La fonction r € [0, +o00[— w¢(r) est croissante.

10. Montrer que
ITof = floo S wplre) ot = (2e] foo) V.
11. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) La suite de fonctions (7}, f)n>1 converge uniformément vers f.
(i) La suite de fonctions (Ty/nf)us1 converge uniformément vers f
ii) lim w¢(t) = 0.
(i) Jim s (t)

Partie II : fonctions concaves

On dit que f : R?Y — R est concave si pour tous z,y € R% et \ € [0, 1],

fQz+ (1 =Ny) = AMf(@)+ (1 =N f(y).

On dit que f est convexe si —f est concave.

Dans la suite, f sera une fonction concave de R? dans R.

12. Soit fy une autre fonction concave de R? dans R. Montrer que f + fo et min(f, fy)
sont concaves.

13. Montrer que pour tout entier n > 2, sixy, -+ ,z, € Réet A,--- , \, € [0, 1] vérifient
n
> =1, alors
i=1

P na) = > wf ).



14. Soient x # 2 deux points distincts de R? et A €]0,1[. On pose y = Az + (1 — \)z.
Montrer que

15. Soit M > 0 un réel fixé. On note Xy,---, Xoa les 2¢ éléments de {—M, M}?
(énumérés dans un ordre arbitraire).

(a) Montrer que pour tout x € [—M, M4, il existe Ay, -+, Ay € [0, 1] tels que

24 24
=1 =1

Indication : on peut procéder par récurrence.
(b) Montrer qu’il existe une constante réelle D < 0 telle que :
Va € [_M7M]d> f(l’) - f(O) 2 D.
(¢) En déduire que
Vo € [-M, M), |f(x) - f(0)] < |D].
Indication : on peut observer que 0 = %a: + %(—x) pour tout z € [—M, M]d
M M]d

(d) En déduire que pour tous x,y € [—%-, &

5,5 % ona

7))l < 22—y,

Indication : on peut considérer un point z = y+t(y — ) avec t > 0 un nombre
réel convenablement choisi.

(e) Montrer que f est continue sur R?.

16. Soit C' C R*! un ensemble convexe fermé non vide et Y € R4+,

(a) Montrer qu'il existe Yy € C tel que
VX el [Y =Yl <Y —X].

(b) Montrer que
VX €0, (Y — Yo | X — Yy) 0.

(¢) En déduire que Yy est unique.

17. On note By = {(z,y) e R xR | y < f(x)} C R, On fixe dans la suite de cette
question z, € R? et un nombre réel £ > 0.

(a) Montrer qu’il existe un unique X, = (z.,v.) € Ey tel que
VX € By, |[(ze, flan) +¢) = Xel| < [[(, f(20) + ) = X].

(b) Montrer que y. = f(x¢).
(¢) On pose désormais a(e) = f(x,) — f(z.) + €. Montrer que

Vo € RY, (v — 2| 2x — 2e) + [|l7 — 2e|” + ale) (f(2) — f(ae)) < 0.
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(d) En déduire les deux inégalités

0<ale) <e,

2 = || <

DO ™

(e) On suppose dans cette question que £ €]0, 1]. Montrer qu’il existe une constante
Ky dépendant uniquement de f et de z,, et indépendante de ¢, telle que

18. Soit (uy)n=0 une suite réelle vérifiant : Vn > 0, |u,| < K.
On définit les suites (an)n>0 €t (bn)n>0 de la maniere suivante :

i CLOZ—K[)etbOZKO
— pour tout entier n > 0 :
- si Pensemble {k € N | uy, € [a,, 22t%2]} est infini alors
an + by

Gpi1 = Qp €t by = )

2

- sinon
an + by,

2

(a) Montrer que ces deux suites (a,),>0 et (b,),>0 sont adjacentes.

Api1 = et bn+1 = bn‘

(b) Montrer que pour tout entier n > 0, Uensemble {k € N | uy € [a,,b,]} est
infini.
¢) En déduire qu’il existe une suite extraite (u,())n>0 qui converge.
w(n))nz g

19. Montrer I'existence d’un vecteur p, € R? tel que
Vo € RY, f(z) = f(z.) < (pu|w — 22).

Indication : on peut considérer les éléments de R?

1
pn—al)

(x1 —x,), pour n > 1.

n

20. Déterminer toutes les fonctions g : R? — R qui sont & la fois convexes et concaves.

Partie III : fonctions semi-concaves

Soit f une fonction de R? dans R et K > 0 un nombre réel. On dit que f est K-semi-
concave si la fonction z — f(z) — K||z||* est concave. On dit que f est K-semi-convexe
si —f est K-semi-concave.

La fonction f est semi-concave s’il existe une constante K > 0 telle que f est K-
semi-concave. Enfin, on dit que f est semi-convexe si —f est semi-concave.



21. Soit € > 0 un nombre réel et f € B(R? R). On rappelle que quand o = 2, T. f est
définie par

Ve €R' (T.f)(w) = inf ((y) + _lly — o]P)

y€ER4
Montrer que, dans ce cas, T f est %—semi—concave.

22. On suppose dans cette question et dans toute la suite que f € B(R% R) est une
fonction K-semi-concave. Montrer que pour tout € R?, il existe p, € R? tel que

Yy eRY, fly) — flz) < (puly — 2) + K|jy — z|*.

23. (a) Montrer que pour tout z € R%, la fonction y — f(y) — K|y — z||* est concave.

(b) Montrer qu'il existe une constante K’ > 0 telle que pour tous z, y € R¢ vérifiant
|z —yl <1,
!/
|f(z) = fI < K'llz —yl|.

(¢) Montrer que f est K'-Lipschitzienne.

24. On suppose dans cette question que f est a la fois K-semi-concave et K-semi-
convexe.

(a) Montrer que pour tout x € R?, il existe p,,q, € R? tels que
Yy eRY, (quly —2) — Klly — 2> < f(y) = f(z) < (paly — 2) + Ky — z|*

(b) Montrer que pour tout z € R? on a p, = ¢,.

(c) Conclure que f admet des dérivées partielles en tout = € R? et que V f(x) = p,
(ot on a noté Vf(x) le vecteur de R? dont les coordonnées dans la base
canonique sont les dérivées partielles en = de f).

(d) Montrer que pour tous z,y, h € R? on a I'inégalité
(Vi) = V@) W] < KR+ e+ h =yl + lz = yl*).
Indication : on peut utiliser I'inégalité suivante apres ’avoir justifiée :
—Klly+h—z|* < fly+h) = f(z) = (Vf(@@)ly+h—2) <Ky +h -zl

valables pour tous z,y, h € R%.

(e) En déduire que pour tous z,y € R on a [|[Vf(z) — Vf(y)|| < 6K||z —y]| et
que f est de classe C*.



