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NoranroNs trT RAPPELS

o On notera IR1 I'ensemble des réels positifs ou nuls et Ri I'ensemble des réels strictement
positifs.

o On rappelle que si ,F. C lRn est un fermé borné et f : F -+ R. est continue, alors le minimum

de/sur-Festatteint,c'est-à-direqu'ilexister€Ftelquef(p)</(g) pourtottty€F.
o Soit E un espace vectoriel sur lR. On dit que C C E est un ensemble convexe si pour tous

:x,A e C et tout, € [0,1] on a (1,-t)r-fty €C.

Pour C C E convexe) une fonction f t C -+ lR. est dite convexe, si pour tous r,y êlê-

ments de C et tout t € [0, 1], on a /((1 - t)r *ty) < (t - t)f@) + tf(a). On dit que / est

strictement convexe si cette inégalité est stricte pour f €]0,1[ et r I y.

o Soient A et B deux ensembles et / : Ax B -+ lR. On dit que / admet un poi,nt selle en

(r*, b*) e Ax B si pour tout (4, b) e A x B on a

f@.,b) 1 f(o*,b.) < f(a,b.) .

o Toutes les variables aléatoires seront supposées définies sur un espace probabilisé commun

(Q, g, P).

Les parties I et II sont indépendantes.

L CoNvpxrrÉ ET PoTNTS SELLES

Soient m et n deux entiers positif's non nuls et -E un espace vectoriel sur IR.

(1) Soient C c E un ensemble convexe. Soient f et g deux fonctions convexes de C dans IR.

(a) Montrer que / * g est convexe) et strictement convexe s'il l'une des deux fonctions /
ou g est strictement convexe.

(b) On suppose / strictement convexe. Vérifier que le minimum de / est atteint sur C en

au plus un point de C.

(2) Soit A e M*,r(R) une matrice de rn lignes et n colonnes. On note (2, u)p. le produit

scalaire entre deux vecteurs u et u de IR" "t (/r, zr)m- celui entre deux vecteurs p, et u de

IR.-.

(a) Montrer que pour tout (2, z) e IR" x IRm, on a

(Ar,u)p^ - (r, AT u)w- ,

où AT désigne Ia matrice transposée de ,4,.

(b) En déduire que kerA c (Im AT)r or:.Ea dêsigne l'orthogonal de -E pour le produit

scalaire sur IRn pour tout sous-espace vectoriel -E de lRt.

(c) Montrer que ker4: (Im AÏ)t
(3) On considère un ouvert [/ c IR', h : U -+ ]R une application e1 et b € lRm. On suppose

qu'il existe r* €U un minimum de h sur I'ensembleV6: {r eU I Ar* b:0}.
(a) Montrer que pour tout u € IRn tel que Au: 0 on a (Vh(z-), u)p' : 0 où Vh(z) désigne

le gradient de h en r.
(b) Montrer l'existence de u* € lR.m tel que Vh(r*) - ATu*: g.

(c) En déduire que I'application L: [/ x ]R- -+ lR telle qre L(r,u) : h(r) - (u, An * b)e-
vérifie ffi(r.,u*) :0 pour tout 7 < k < n où ffi(r, ru) désigne la dérivée partielle de

L par rapport à la k-ième coordonnées de z € IR?z.



I

(d) Conclure que si [/ est convexe, et h convexe sur [/, alors .L admet un point selle en

(n*,r*), c'est-à-dire que l'on a

L(r*,u) I L(r*,u*) I L(r,u*) ,

pour tout (r,u) e {/ x IRm.

II. ENrnoprp ET coDAGE

Soient I un ensemble fini et p - (pr)rex une loi de probabilité sur I. On suppose que p
charge tous les points de l: pr> 0 pour tout r €X. On appelle entrop'ie dep la quantité

H(p): -Dr,tn(p,).
r€X

On considère l'ensemble Qx : { q : (er)rex€ RÏ | Yr € X, q* > 0}.Pour tous q,q' e Qx
tels que q| > 0 pour tout r € X, on définit :

KL(q,q,) : I ç@.lql,)q!,
r€X

avec g: IRa ) lR. définie par ç(r): rlog(r)- r*7 pour, ) 0 et prolongée en 0 par continuité.

(a) (u) Préciser cp(0).

(b) Vérifier que p est continue strictement convexe positive et que ç(r) :0 si et seulement

si r : 1.

(c) Montrer que Q1 est convexe et que q + KL(q,q/) est strictement convexe positive et

s'annule ssi g - g/ .

Soit .4 un ensemble fini. On appelle mot srr ,4 une suite finie d'éléments de A, on le note
'tt,:'u,r. . .un et n est la longueur du mot u, notée lzl. Le mot vide est noté e, il est de longueur

nulle. On note.4* I'ensemble des mots sur.4 et A+ : -4* \ {e} I'ensemble des mots privé du mot
vide.

On définit la concaténat'ion u.u de deux mots u,u € ,A* par u,.e : e .u, : u et u.u :
ur.. .ulular. ..ulul si u,u e A+. On dit que u est un préfire de u si 'tr :'u,.?r,l pour w €. A*.

Soient I un ensemble fini non vide et c : X -+ {0, 1}+ une application i,njecti,ue. On dira que

c est un cod,e binaire sur l. On suppose de plus que c est un code préfixe, c'est à dire que pour
tous r f y dans X, c(r) n'est pas un préflxe de c(y).

(5) On définit 7 : X -+ {0,1}. tel que pour tout r € X, c(r) : c(r)r. Z(r) où c(r)1 est le
premier élément du mot c(z).

(a) Vérifier que pour totfi r * A e T, si c(r)1 : c(y)t alors Z(z) + a(A) et 7.(r) n'est pas

un préfixe dez(y).

(b) Pour a e {0, 1} on note Xo : {r € X I c(r)1: a}. Montrer que si Io contient au moins

deux éléments, alors la restriction de Z à Io est un code préfixe sur To.

(c) En déduire eue Drer 2-lc(æ)l ! 7. (Ind,. : On pourra d,écomposer la somme en une

sornrne surXs etXl et ra'isonner par récurrence sur L(c): max{ lc(r)l I r e X,})

Soient q: ()-lc(r)l)r.r et X une variable aléatoire à valeurs dans T de loi p.

(0) (u) Vérifier que ln(2)E(1"(X)l) : - Drexp,ln(q*).
(b) En déduire que E(lc(x)l) > ff$

(Ind. : On pourra chercher à erprimerln(2)E(lc(r)D 
"" foncti,on de H(p) etKL(p,q))



III. TnaruspoRr RÉculaRrsÉ

Dans toute la suite I et J désignent deux ensembles finis.
o Onconsidèrea: (*n)o.r € (Ri)r et B:U3i)irt € (Ri)rtekqueDrero,r,:Diet0i:7

si bien que o et B peuvent être considérés comme définissant deux lois de probabilités sur

I et J.
o Dans Ia suite on notera

Q:{(Ut)ç,i1.r*"r€lRr*r lqui> 0 pourtout (2, j)€IxJ}
et

F(*,Ê):{qe0 I t eii,:a;et !qt,j:Êj pourtout (i,,i)e IxJ}.
j'€J itel

On notera p l'élément de ]7(a,B) défini par pij : ot7j ) 0 pour tout (i, j) e t x l.
(7) Vérifier que -F (a,B) est un ensemble convexe de I'espace vectoriel B - p/xJ

(8) Soient Xt et X2 deux variables aleatoires telles que Xr est à valeurs dans 1 et Xz à valeurs

dans ./.

(a) Vérifier que si q €. F(a,B), alors D,rrDirre4 : I.

(b) On suppose que P(X1 : i,Xz: j): eti avec q € F(a,B). Calculer la loi de X1 et

celle de X2 eL fonction de a et p.

(c) Que dire de X1 et X2 lorsque q : p?

Soient C:(Cq)$,j)€rxr €R?'et e ) 0. Onconsidère J,tQ -+lR.définiepar

J,(q) : D uoi cui r eKL(q, P)
xJ

où KL(q, p) est défini dans la partie précédente en prenant X : I x J .

(9) Montrer que J. est strictement convexe sur Q.

(tO) (a) Vérifier que F(a,B) est un fermé borné de RIx/.

(b) Montrer qu'il existe un unique q(e) e Q minimisant ,./. sur F(o,0).

(c) En considérant un contre-exemple simple, montrer que I'unicité n'est plus vraie si on

supposeQuee:0.

(tt) (a) Vérifierqueg(e)zi ) 0pourtout (2, j) €IxJ (Ind: Onpourrara'isonnerparl'absurde
et cons'idérer pour tout t €]0,71 qG,r) : (1 - t)q(r) * tp pui,s obseruer le comportement

de g@) au uo'is'inage de r :0).
(b) Montrer que ceci n'est plus vrai si on suppose eue 6 : 0.

IV. DuelrrÉ

On déflnit Qro :(Ri)t*' et 9 :8>o x (RI x Rr) -+ JR défini par

e(q, U, ù) : J,(q) + t fr(ot, -Dqu)+ t gi@i - \uu) .

i.eI jeJ jeJ iel
(tZ) (a) Vérifier eue Q>o est un ouvert convexe p/x-r.

(b) Montrer qu'il existe (f (r),g(r)) € IRr xR/ tel rye 9(q(e),(f (r),9(e)) est un point selle

de 9. (Ind,ication : On pourra identifierFsl*J auec lRn ef lRr x IRJ auecRm pour n
cardi,nal de I x J etm sotnrne des card'inaur de I et J puis uti,Iiser la questi,on 3 de la

partie I.)



(ta) (a) Montrer que pour tout (/,g) € R/ x JR/, le minimum de q r+ 9(q,(f ,9)) sur Ç;.s est

atteint en q(f ,g)ri: s1i+oi-cu)/er".

(b) Calculer la valeur de G(f ,,9):9(q(T,g),(f ,g)).

(c) Vérifier que G est concave sur lRI x lRJ.

(14) Vérifier que si Â ' lR/ -+ IR1 et 9x : lRr -+ IR/ sont définies par

T.b)r: -.tos(D "Gi-cei)/e B') "t 
g.U)i: -.tos(I sffe-cû)le*'1

j€J ieI

alors pour tout (/,9) € R1 x Rr, onu ffiU.G),g): ffiU,g.(f)):0 pour tout (2, j) e

IxJ.
Soit (/0,g0) e nRt"'. Pour tout k ) 0, on considère

gk+l : g.U\ et fk+, : f*(gk+r)

(15) Montrer que la suite (GUk,gk))k>o est croissante.

(16) on suppose qu'il existe f* : Uî)rq et s* - (sî)i.t tel que lff -ffl -+ 0 et lsl-of I -+
0 pour tous i € I et j € J, On note G* :sup{ GU,g) I U,g) € I x J }.
(a) Montrer que G(/-,9*) : G*.

(b) Montrer que G(/(r),g(r)) - G*.

(c) Montrer qu'il existe une constante o € R telle f G)t: ff +aet g@)i: gP - û pouï
tout(z,j)eIxJ.

(d) En déduire qrre q(fk,gk) -+ q(r).




