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Épreuve de Mathématiques Générales

Dans tout le problème, P désigne un polynôme unitaire de degré d ≥ 2. Autrement dit, il existe
(a0, . . . , ad−1) ∈ Cd tels que

P (z) = zd + ad−1z
d−1 + · · ·+ a0 pour tout z ∈ C.

Pour tout n ≥ 0, on définit l’itérée n-ième Pn de P par récurrence par P 0 = id et Pn+1 = P◦Pn. Le but
du problème est d’étudier les propriétés dynamiques élémentaires de P , c’est-à-dire le comportement
de la suite (Pn(z))n≥0 et sa dépendance au point z ∈ C.

♦

Notations

Pour a ∈ C et r > 0, D(a, r) désigne le disque D(a, r) = {z ∈ C ; |z − a| < r} de C, S1 désigne le
cercle unité S1 = {z ∈ C ; |z| = 1} de C et si E ⊂ C, E désigne son adhérence, E̊ son intérieur et
∂E = E \ E̊ sa frontière.
On définit le bassin de l’infini AP (∞) du polynôme P par

AP (∞) := {z ∈ C ; lim
n→+∞

|Pn(z)| = +∞}.

On définit également l’ensemble de Julia rempli KP de P et l’ensemble de Julia JP de P comme

KP = C \ AP (∞) , et JP = ∂KP .

On dira qu’un point z0 ∈ C est périodique pour P s’il existe un entier n ≥ 1 tel que Pn(z0) = z0. On
dit que z0 est de période n si Pn(z0) = z0 et si P k(z0) 6= z0 pour tout entier 1 ≤ k ≤ n− 1. On note
λ = (Pn)′(z0) le multiplicateur du point périodique z0 de période n. On dira que

— z0 est super-attractif si λ = 0,
— z0 est attractif si 0 < |λ| < 1,
— z0 est répulsif si |λ| > 1,
— z0 est neutre si |λ| = 1.

♦

Rappels

Rappelons que si Ω est un ouvert de C et si f : Ω → C est holomorphe et non-constante, alors f est
ouverte, i.e. pour tout ouvert U ⊂ Ω, son image f(U) est un ouvert de C.
Nous utiliserons également dans le problème les résultats suivants :

Théorème 1 (Principe du module maximum) Soit Ω ⊂ C un ouvert connexe borné et soit f :
Ω→ C une fonction qui est continue sur Ω et holomorphe sur Ω. Alors

sup
z∈Ω
|f(z)| = max

w∈∂Ω
|f(w)|.

De plus, s’il existe z0 ∈ Ω tel que |f(z0)| = supz∈Ω |f(z)|, alors f est constante sur Ω.
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Théorème 2 (Principe du prolongement analytique) Soit Ω ⊂ C un ouvert connexe et soient
f, g : Ω→ C deux fonctions holomorphes sur Ω. Supposons que l’ensemble E = {z ∈ Ω ; f(z) = g(z)}
admette un point d’accumulation dans Ω. Alors f ≡ g sur Ω.

Un exemple typique de fonction holomorphe est un polynôme complexe P : C → C. Rappelons que
tout polynôme unitaire P de degré d ≥ 1 satisfait les propriétés suivantes :

— P (C) = C, i.e. P est surjectif,
— tout point α ∈ C admet exactement d préimages comptées avec multiplicité, i.e. il existe un

nombre fini de points z1, . . . , zk ∈ C et des entiers n1, . . . , nk ≥ 1 tels que
∑

j nj = d et
P (z)− α =

∏
j(z − zj)nj .

♦

Première partie : fonctions holomorphes propres du disque unité

Soient X,Y ⊂ C deux ouverts. On dit qu’une application f : X −→ Y est propre si la préimage
f−1(K) de tout compact K ⊂ Y est un sous-ensemble compact de X.

Le but de cette partie est d’étudier les fonctions holomorphes propres du disque unité D(0, 1) dans
lui-même.

1. Soit f : D(0, 1) −→ D(0, 1) une fonction holomorphe telle que f(0) = 0.

(a) Montrer que la fonction g : D(0, 1) \ {0} −→ C définie par g(z) = f(z)
z s’étend en une

fonction holomorphe sur D(0, 1) que l’on notera encore g.

(b) Fixons 0 < r < 1. Prouver que |g(z)| ≤ 1
r pour tout z ∈ D(0, r).

(c) En déduire que |g(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D(0, 1), puis que |f(z)| ≤ |z| pour tout z ∈ D(0, 1).

(d) Supposons qu’il existe z0 ∈ D(0, 1) \ {0} tel que |f(z0)| = |z0|, déterminer l’expression de f
dans ce cas.

2. Pour tout a ∈ D(0, 1), on pose φa(z) := z−a
1−āz , pour tout z ∈ C \ {1/ā}.

(a) Montrer que φa est holomorphe sur D(0, 1) et continue sur D(0, 1), puis que |φa(z)| = 1
pour tout z ∈ C tel que |z| = 1,

(b) En déduire que φa est une bijection holomorphe de D(0, 1) dans D(0, 1) dont on déterminera
l’inverse.

On suppose dorénavant et jusqu’à la fin de la partie que f : D(0, 1) −→ D(0, 1) est holomorphe
et propre.

3. Soit (xn)n une suite de points de D(0, 1) qui converge vers x ∈ D(0, 1). Supposons qu’il existe
r ∈]0, 1[ tel que |f(xn)| ≤ r pour tout n. Montrer que |x| < 1 et en déduire que

lim
|z|→1

|f(z)| = 1.

4. Montrer que l’image de D(0, 1) par f est un sous-ensemble fermé de D(0, 1), puis en déduire
que f est surjective de D(0, 1) dans D(0, 1).

(Indication : on pourra utiliser un argument de connexité.)

2



5. Montrer qu’il existe d ≥ 1 tel que f−1({0}) contient d points comptés avec multiplicité, i.e.
qu’il existe un nombre fini de points z1, . . . , zk ∈ D(0, 1) et des entiers n1, . . . , nk ≥ 1 tels que∑

j nj = d et, pour tout 1 ≤ j ≤ k, f(z) = (z − zj)njhj(z) au voisinage de zj , où hj est une
fonction holomorphe définie au voisinage de zj qui ne s’annule pas.

6. On définit g : D(0, 1) \ {z1, . . . , zk} −→ C par

g(z) = f(z)
k∏
j=1

(
1− z̄jz
z − zj

)nj

pour tout z ∈ D(0, 1) \ {z1, . . . , zk}.

(a) Montrer que g s’étend en une fonction holomorphe sur D(0, 1) et que lim|z|→1 |g(z)| = 1.
En déduire que |g(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D(0, 1).

(b) Montrer de même que 1/g s’étend en une fonction holomorphe sur D(0, 1) et que |g(z)| ≥ 1
pour tout z ∈ D(0, 1).

(c) En déduire qu’il existe θ ∈ R tel que

f(z) = eiθ
k∏
j=1

(
z − zj
1− z̄jz

)nj

pour tout z ∈ D(0, 1).

♦

Deuxième partie : premiers exemples

Lorsque X est un ensemble quelconque et f : X −→ X est une application, on dit que A ⊂ X est
totalement invariant par f si f(A) = f−1(A) = A.

7. Posons P0(z) = zd, avec d > 1. Donner une formule pour Pn0 , puis déterminer le bassin de
l’infini AP0(∞) de P0.

8. Déterminer KP0 et JP0 .

9. Déterminer l’ensemble des points périodiques de P0 et montrer que si z0 est périodique pour
P0, alors
— soit z0 = 0, auquel cas z0 est fixe et super-attractif,
— soit z0 est répulsif et, si z0 est de période n, son multiplicateur est dn.

10. Montrer que pour tout z 6= 0, on a

S1 ⊂
⋃
n≥1

(Pn0 )−1({z}).

(Indication : On commencera par décrire (Pn0 )−1({z}) pour tout n ∈ N∗ en fonction de z.)

Sous quelle condition sur z s’agit-il d’une égalité ?

11. Soit P un polynôme unitaire quelconque de degré d. Supposons que S1 est totalement invariant
par P . Le but est de montrer que P = P0.

(a) Montrer que D(0, 1) et C\D(0, 1) sont totalement invariants par P en utilisant un argument
de connexité.

(b) Déduire de la partie précédente que P (z) = zd sur D(0, 1).

(c) Conclure.
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12. Rappelons que l’on peut définir la fonction cos sur C comme suit :

cos(z) =
eiz + e−iz

2
, pour tout z ∈ C.

Prouver que pour tout d ≥ 2, il existe un unique polyôme Td de degré d tel que

cos(dz) = Td(cos(z))

pour tout z ∈ C.

(Indication : On pourra utiliser la formule 2 cos(a) cos(b) = cos(a+ b) + cos(a− b).)
13. Posons également

ϕ(z) =
z + 1/z

2
, z ∈ C∗.

Prouver que ϕ(z) ∈ [−1, 1] si et seulement si |z| = 1.

14. Prouver que ϕ est une bijection holomorphe de D(0, 1) \ {0} sur C \ [−1, 1].

15. Montrer que pour tout z ∈ C∗, on a Td ◦ ϕ(z) = ϕ ◦ P0(z).

(Indication : On pourra commencer par le montrer lorsque |z| = 1.)

16. Déduire de la question précédente que pour tout z ∈ C∗ et tout n ≥ 1, on a

Tnd ◦ ϕ(z) = ϕ ◦ Pn0 (z).

17. En déduire que ATd(∞) = C \ [−1; 1] et que KTd = JTd = [−1; 1].

18. On suppose que l’intervalle [−1; 1] est totalement invariant par un polynôme unitaire P .

(a) Montrer que ϕ−1 ◦P ◦ϕ : D(0, 1) \ {0} → D(0, 1) \ {0} s’étend en une fonction holomorphe
sur D(0, 1).

(b) Prouver que ϕ−1 ◦ P ◦ ϕ = P0 sur D(0, 1).

(c) En déduire que P = Td.

(Indication : On pourra utiliser le principe du prolongement analytique.)

♦

Troisième partie : propriétés de l’ensemble de Julia JP

Rappelons que P est un polynôme un unitaire de degré d > 1 : il existe a0, . . . , ad−1 ∈ C tel que
P (z) = zd + ad−1z

d−1 + · · ·+ a0 pour tout z ∈ C. Dans la suite, on notera

R0 := max

1, 1 +

d−1∑
j=0

|aj |

 .

19. Montrer que U0 := C \D(0, R0) est un sous-ensemble de AP (∞).

20. En déduire que AP (∞) =
⋃
n≥1(Pn)−1(U0) et que AP (∞) est un ouvert non-vide de C.

21. Montrer que KP et JP sont compacts et que z ∈ KP si et seulement si (Pn(z))n≥1 est une suite
bornée dans C.
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22. Prouver que KP et JP sont non-vides et que JP est d’intérieur vide.

(Indication : On constatera que JP ∪ K̊P ∪ AP (∞) est une union disjointe et on utilisera un
argument de connexité pour montrer que JP 6= ∅.)

23. Soit X un espace topologique, f : X → X une application et A ⊂ X.

(a) Montrer que si f−1(A) = A et f surjective, alors f(A) = A.

(b) Montrer que si f est ouverte et f−1(A) = A, alors f−1(∂A) ⊂ ∂A.

(c) Montrer que si f est continue et f−1(A) = A, alors ∂A ⊂ f−1(∂A).

24. Déduire de la question précédente que AP (∞), KP , JP et K̊P sont des ensembles totalement
invariants par P .

25. Prouver que pour tout n ≥ 1, on a KPn = KP et JPn = JP .

26. En raisonnant par l’absurde, prouver que AP (∞) est connexe.

Rappelons qu’un ouvert connexe non-vide U de C est simplement connexe si tout chemin
continu γ : [0, 1]→ U tel que γ(0) = γ(1) est homotope à un lacet constant dans U , c’est-à-dire
qu’il existe une fonction continue Φ : [0, 1]2 → U telle que
— Φ(t, 0) = γ(t) pour tout 0 ≤ t ≤ 1.
— γs := Φ(·, s) : [0, 1]→ U est un chemin continu et γs(0) = γs(1) pour tout 0 ≤ s ≤ 1.
— γ1 est constant.
On dit que Φ est une homotopie entre γ et un chemin constant.

27. On cherche à montrer que toute composante connexe de K̊P est un ouvert connexe borné
simplement connexe de C. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe une composante
connexe de U de K̊P qui n’est pas simplement connexe. Prouver qu’il existe un ouvert non-vide
borné V tel que V ⊂ AP (∞) et ∂V ⊂ KP . En utilisant la question précédente, en déduire une
contradiction.

♦

Fin du Sujet
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