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Partie 1 – ALGEBRE

Le mot le plus long

Notations et rappels

On note N l’ensemble des entiers naturels. Pour n P N non nul, on note Sn “ Spt1, . . . , nuq
le groupe symétrique d’indice n. C’est l’ensemble des permutations de l’ensemble fini t1, . . . , nu
à n éléments, muni de la composition. On note 1 P Sn l’élément neutre, donné par l’identité de
t1, . . . , nu et pour u, v P Sn, on notera uv :“ u ˝ v et u´1 désignera l’inverse de u.

Pour i, j P t1, . . . , nu avec i ‰ j, on note ti,j P Sn la permutation définie par ti,jpiq “ j,
ti,jpjq “ i et ti,jpkq “ k pour tout k P t1, . . . , nuzti, ju. On dit que ti,j est une transposition.

On rappelle que l’ensemble des transpositions engendre Sn. Pour chaque i P t1, . . . , n´ 1u, on
désigne par ti la transposition ti,i`1.

Pour w P Sn, on appelle nombre d’inversions de w le nombre Ipwq de couples pi, jq P t1, . . . , nu2

avec i ă j tels que wpiq ą wpjq. La signature est l’application ε : Sn Ñ t`1,´1u donnée par
εpwq :“ p´1qIpwq. L’application ε est un morphisme, qui vaut ´1 sur toutes les transpositions.

On fixe dorénavant n P N avec n ě 2.

I - Unicité de la signature

I.1. Montrer que t2 “ 1 pour toute transposition t P Sn. Y a-t-il d’autres éléments d’ordre 2 dans
Sn ?

I.2. Soit t P Sn une transposition et soit w P Sn. Montrer que wtw´1 est une transposition.

I.3. Soient t, t1 P Sn deux transpositions. Montrer qu’il existe w P Sn tel que t1 “ wtw´1.

Soit G un groupe abélien et soit f un morphisme non trivial de Sn vers G, c’est à dire tel que
l’image de f n’est pas réduite à l’élément neutre de G.

I.4. Montrer que si t, t1 P Sn sont deux transpositions alors fptq “ fpt1q.

I.5. En notant a P G l’image d’une transposition, montrer que fpSnq est inclus dans le sous-groupe
xay engendré par a.

I.6. Montrer que a est d’ordre exactement 2 et en déduire qu’il existe un unique isomorphisme θ
entre fpSnq et t`1,´1u.

I.7. Montrer que θ ˝ f “ ε.
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II - Longueur

II.1. a) Soient i, j P t1, . . . , n´ 1u avec |i´ j| ą 1, montrer que ti,j “ tj´1ti,j´1tj´1.

b) En déduire que les transpositions ttiuiPt1,...,n´1u engendrent Sn.

c) Pour i, j P t1, . . . , n´ 1u avec |i´ j| ą 1, montrer que titj “ tjti.

d) On suppose ici n ě 3. Pour i P t1, . . . , n ´ 2u, expliciter la permutation titi`1ti P Sn et
montrer que titi`1ti “ ti`1titi`1.

II.2. a) Soit w P Sn. Justifier que l’entier suivant, appelé longueur de w,

`pwq :“ minta P N : il existe i1, . . . , ia P t1, . . . , n´ 1u tels que w “ ti1 ¨ ¨ ¨ tiau,

est bien défini. (Par convention, si a “ 0 alors ti1 ¨ ¨ ¨ tia “ 1, ainsi 1 est l’unique élément de
longueur 0.)

b) Identifier les éléments de Sn de longueur 1 ?

c) Identifier les éléments de Sn de longueur 2 ?

d) On suppose ici que n ě 3 et i P t1, . . . , n´ 2u. Montrer que `pti,i`2q “ 3.

II.3. Soient w P Sn et i P t1, . . . , n´ 1u.

a) Soit w1 P Sn. Montrer les propriétés suivantes :

`pwq “ `pw´1q,

`pww1q ď `pwq ` `pw1q, (♣)

`pww1q ě |`pwq ´ `pw1q|,

et donner un exemple de cas d’égalité et d’inégalité stricte pour (♣).

b) En déduire que `pwq ´ 1 ď `pwtiq ď `pwq ` 1

c) Montrer que εpwq “ p´1q`pwq et en déduire que |`pwtiq ´ `pwq| “ 1.

d) Montrer que de même |`ptiwq ´ `pwq| “ 1. A-t-on nécessairement `ptiwq “ `pwtiq ?

II.4. Soit w P Sn avec w ‰ 1 et soit i P t1, . . . , n´ 1u.

a) Montrer que si w est de la forme w “ ti1 ¨ ¨ ¨ ti`pwq´1
ti pour i1, . . . , i`pwq´1 P t1, . . . , n´ 1u alors

`pwtiq “ `pwq ´ 1.

b) Montrer la réciproque.

III - Lien avec le nombre d’inversions

Soit w P Sn.

III.1. Soit i P t1, . . . , n´ 1u. Montrer que :

Ipwtiq “

#

Ipwq ´ 1, si wpiq ą wpi` 1q,

Ipwq ` 1, si wpiq ă wpi` 1q.

III.2. En déduire que Ipwq ď `pwq.
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III.3. Montrer que si w ‰ 1 alors il existe i P t1, . . . , n´ 1u tel que Ipwtiq “ Ipwq ´ 1.

III.4. En déduire que Ipwq “ `pwq. Indication : on pourra raisonner par récurrence sur Ipwq.

III.5. En déduire qu’il existe un unique élément w0 P Sn tel que

`pw0q “ maxt`pwq : w P Snu.

III.6. Déterminer `pw0q, expliciter w0 et trouver i1, . . . , i`pw0q P t1, . . . , n ´ 1u tels que w0 “

ti1 ¨ ¨ ¨ ti`pw0q
.

‹ ‹ ‹
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Partie 2 – ANALYSE

Un théorème d’interpolation

Notations et rappels

– Pour tout p Ps1,8r, on introduit les notations suivantes :

– Pour toute fonction borélienne f : R Ñ C on note }f}p “

ˆ
ż

R
|f |ppxq dx

˙
1
p

et lorsque

}f}p ă 8, on dira que f P LppRq (en assimilant selon la convention habituelle f à sa
classe d’équivalence pour la relation d’égalité presque partout). On rappelle qu’alors } }p
est une norme sur LppRq qui fait de LppRq un espace vectoriel normé.

– On note p1 l’unique réel qui vérifie 1
p `

1
p1 “ 1.

– Pour pf, gq P LppRqˆLp1pRq, on rappelle l’inégalité de Hölder
ş

R |fpxqgpxq|dx ď }f}p}g}p1

et on note xf, gy “

ż

R
fpxqgpxq dx.

– Si E et F sont deux espaces vectoriels normés munis des normes respectives } ¨ }E et } ¨ }F ,
et T est une application linéaire de E dans F , on note

}T }E,F “ sup t}Tf}F , }f}E “ 1u.

On rappelle que T est continue si et seulement si }T }E,F est finie.

– Une fonction borélienne de R dans C est dite fonction étagée si elle prend un nombre fini de
valeurs. Dans ce cas, il existe α1, . . . , αn dans C et A1, . . . , An des ensembles boréliens de R
tels que f “

řn
i“1 αi1Ai, où 1A est la fonction indicatrice d’un ensemble A.

– On rappelle que pour toute fonction f borélienne de R dans C, il existe une suite pfnqnPN de
fonctions étagées et à support compact de R dans C telles que |fn| ď |f | pour tout n P N, et
pfnqnPN converge simplement vers f .

– On rappelle le principe du maximum : si U est un ouvert connexe de C et f : U Ñ C est une
fonction holomorphe sur U telle que |f | admet un maximum local en un point de U , alors f
est constante sur U .
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I - Un lemme préliminaire

I.1. Soient r0 et r1 des réels dans s1,8r, et θ P r0, 1s. On introduit r défini par
1

r
“

1´ θ

r0
`

θ

r1
.

Montrer que si f P Lr0pRq X Lr1pRq, alors f P LrpRq et }f}r ď }f}
1´θ
r0
}f}θr1 .

II - Théorème des trois droites de Hadamard

Dans toute cette partie, on note B “ tz P C, 0 ă Re z ă 1u, B “ tz P C, 0 ď Re z ď 1u et
FB l’ensemble des fonctions F holomorphes sur B, continues et bornées sur B, telles que les réels
M0pF q “ sup

yPR
|F piyq| et M1pF q “ sup

yPR
|F p1` iyq| soient non nuls.

On cherche à montrer le résultat suivant :

Théorème. Soit F P FB. Pour tout θ P r0, 1s, on a

sup
yPR

|F pθ ` iyq| ď M0pF q
1´θM1pF q

θ.

II.1. Des cas particuliers :

a. Montrer que si le résultat est vrai pour deux fonctions F1 et F2 de FB, alors il est vrai pour
le produit F1F2.

b. Montrer que le théorème est vrai pour F pzq “ α exppβzq, où α, β P R.

II.2. Soit F P FB. On fait dans un premier temps l’hypothèse que M0pF q “M1pF q “ 1.

a. Pour tout n P N‹, on introduit la fonction Fn définie sur B par

Fnpzq “ F pzqe
z2´1

n , pour tout z P B.

Montrer que pour tout n P N‹, la fonction Fn est holomorphe sur B, et que lim
|z|Ñ8

Fnpzq “ 0.

b. Montrer que pour tout n P N‹, |Fnpzq| ď 1 pour tout z P B, et en déduire que le théorème
est vrai sous cette hypothèse.

II.3. Montrer le théorème dans le cas général. On pourra utiliser la question II.1.

III - Un théorème d’interpolation

Soient p0, p1, q0, q1 des réels dans s1,8r tels que p0 “ p1, et q0 “ q1. On considère deux
opérateurs linéaires continus

T0 : Lp0pRq Ñ Lq0pRq,

T1 : Lp1pRq Ñ Lq1pRq,

tels que T0 et T1 cöıncident sur l’espace E :“ Lp0pRq X Lp1pRq. On note M0 “ }T0}Lp0 pRq,Lq0 pRq et
M1 “ }T1}Lp1 pRq,Lq1 pRq, et on suppose que M0 et M1 sont non nuls.
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Soient par ailleurs p, q Ps1,8r tels que le point p1p ,
1
q q appartienne au segment

”

p 1
p0
, 1
q0
q, p 1

p1
, 1
q1
q

ı

,

c’est-à-dire qu’il existe θ P r0, 1s tel que

1

p
“

1´ θ

p0
`

θ

p1
, et

1

q
“

1´ θ

q0
`
θ

q1
.

III.1. On appelle T la restriction de l’opérateur T0 à E, qui cöıncide avec la restriction de
l’opérateur T1 à E, c’est-à-dire que pour toute fonction f P E,

Tf “ T0f “ T1f.

Montrer que T définit un opérateur linéaire de E dans LqpRq.

III.2. Montrer que pour toute fonction h P LqpRq, on a

}h}q “ sup
!

|xh, gy|, g P Lq
1

pRq et }g}q1 “ 1
)

.

III.3. On munit E de la norme } ¨ }p, et on désigne par EcpRq l’espace des fonctions de R dans C
étagées à support compact.

a. Soient r Ps1,8r. Montrer que si f P LrpRq et }f}r “ 1, alors il existe une suite pfnqnPN de
EcpRq telle que

‚ pour tout n P N, }fn}r “ 1 et |fn| ď 2|f | presque partout sur R,

‚ lim
nÑ8

}f ´ fn}r “ 0.

b. En déduire que

}T }E,LqpRq “ sup
!

|xTf, gy|, f, g P EcpRq, }f}p “ }g}q1 “ 1
)

.

III.4. Pour tout z P B, on pose

ppzq “

ˆ

1´ z

p0
`

z

p1

˙´1

, et q1pzq “

ˆ

1´ z

q10
`
z

q11

˙´1

.

On considère deux fonctions f “
řn
i“1 αi1Ai et g “

řm
j“1 βj1Bj dans EcpRq telles que }f}p “

}g}q1 “ 1, et on note ϕz et ψz les fonctions de R dans C définies par

ϕzpxq “

#

|fpxq|
p

ppzq
´1
fpxq si fpxq “ 0,

0 sinon,
et ψzpxq “

#

|gpxq|
q1

q1pzq
´1
gpxq si gpxq “ 0,

0 sinon,

pour tout x P R. On introduit la fonction F : B Ñ C définie par F pzq “ xTϕz, ψzy pour tout z P B.

a. Montrer que ϕz et ψz sont des fonctions étagées et expliciter les en fonction des αi, Ai, βj et
Bj .

b. Montrer que la fonction F est bien définie, continue et bornée sur B, et holomorphe sur B.

Indication : on pourra commencer par montrer que la fonction F s’écrit comme une combi-
naison linéaire de fonctions de la forme z ÞÑ γz, où γ P R‹`.
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c. Calculer F pθq.

III.5. En appliquant II à la fonction F montrer que T est continue de E dans LqpRq, et que

}T }E,LqpRq ď M1´θ
0 M θ

1 .

III.6. Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue rT de LppRq dans LqpRq telle
que pour toute fonction f P E, rTf “ T0f “ T1f , et

} rT }LppRq,LqpRq ď M1´θ
0 M θ

1 .

‹ ‹ ‹
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