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L’épreuve est composée de deux problèmes indépendants, qui compteront chacun pour une part
égale de la note totale. Merci de veiller à traiter chaque problème sur une copie séparée, en
identifiant bien le problème à laquelle elle correspond.

Le sujet comprend 7 pages.

‹ ‹ ‹

Problème 1 – Algèbre

Décomposition de Bruhat et espace de drapeaux

Notations et rappels

On travaille sur un corps commutatif K et pour tout le problème, on fixe un entier n ě 2.

— On note GLnpKq le groupe des matrices inversibles de taille n et T` Ă GLnpKq le sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures inversibles.

— On note In la matrice identité et Ei,j la matrice dont l’unique coefficient non nul est 1 en
i-ème ligne et j-ème colonne. Pour λ P K, on note Ti,jpλq la matrice In ` λEi,j et Dipλq la
matrice In ` pλ ´ 1qEi,i. Pour M une matrice, on note LipMq sa i-ème ligne et CjpMq sa
j-ème colonne.

— On note Σn le groupe des permutations de t1, . . . , nu, et pour σ P Σn, on note Pσ la matrice
de GLnpKq dont le coefficient en i-ème ligne et j-ème colonne vaut δi,σpjq. On rappelle que
δk,` vaut 1 si k “ ` et 0 sinon.

Rappels sur les actions de groupes Soit G un groupe de neutre e et X un ensemble.

— On dit que G agit sur X s’il existe une application

GˆX Ñ X
pg, xq ÞÑ g ¨ x

vérifiant
@x P X, e ¨ x “ x et @pg, g1q P G2,@x P X, pgg1q ¨ x “ g ¨ pg1 ¨ xq.

— On appelle orbite d’un point x de X l’ensemble tg ¨ x | g P Gu.

— On appelle stabilisateur d’un élément x de X le sous-groupe

Stabx “ tg P G | g ¨ x “ xu.

— On dit que l’action est transitive si pour tout px, yq P X2 il existe g P G tel que g ¨ x “ y.
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I - Décomposition de Bruhat

Soit A “ pai,jq1ďi,jďn une matrice carrée de taille n. Le but de cette partie est de montrer que
si la matrice A est inversible, elle peut s’écrire comme produit d’une matrice de T`, d’une matrice
de permutation et d’une deuxième matrice de T`.

I.1. Soient i ‰ j dans t1, . . . , nu, soit λ P K. Démontrer que les lignes de la matrice Ti,jpλqA
vérifient les relations suivantes :

LipTi,jpλqAq “ LipAq ` λLjpAq,

@k P t1, . . . , nuztiu, LkpTi,jpλqAq “ LkpAq.

I.2. Soient i et j dans t1, . . . , nu, soit λ P K. Démontrer les relations suivantes :

LipDipλqAq “ λLipAq,
CjpATi,jpλqq “ CjpAq ` λCipAq,

CipADipλqq “ λCipAq.

On admettra de plus que

@k P t1, . . . , nuztiu, LkpDipλqAq “ LkpAq,
@k P t1, . . . , nuztju, CkpATi,jpλqq “ CkpAq,
@k P t1, . . . , nuztiu, CkpADipλqq “ CkpAq.

I.3. Démontrer que l’application de Σn vers GLnpKq qui envoie σ sur Pσ est un morphisme de
groupes.

I.4. Décrire les matrices PτA et APτ en utilisant les lignes ou les colonnes de la matrice A, où
τ désigne une transposition dans Σn, puis PσA et APσ en utilisant les lignes ou les colonnes de la
matrice A, où σ est une permutation dans Σn.

On suppose pour toute la suite de la partie I que la matrice A est inversible.

I.5. Montrer que l’ensemble ti P t1, . . . , nu | ai,1 ‰ 0u est non vide. On appelle i1 son maximum.
Montrer alors qu’il existe des matrices triangulaires supérieures inversibles Tg et Td telles que

TgATd “ B où B est de la forme suivante si i1 ă n

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ˚ ˚ . . . ˚

0 ˚ ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 ˚ ˚ . . . ˚

1 0 0 . . . 0
0 ˚ ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 ˚ ˚ . . . ˚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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où le coefficient 1 est sur la i1-ème ligne et où les étoiles représentent des scalaires ; et si i1 “ n, la
matrice B est de la forme

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ˚ ˚ . . . ˚

0 ˚ ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 ˚ ˚ . . . ˚

1 0 0 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

I.6. Pour la matrice B obtenue à la question précédente, montrer qu’il existe i2 P t1, . . . , nu, avec
i2 différent de i1, et des matrices triangulaires supérieures inversibles T 1g et T 1d telles que T 1gBT

1
d “ C

où C est de la forme
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ˚ . . . ˚

0 1 0 . . . 0
0 0 ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 0 ˚ . . . ˚

1 0 0 . . . 0
0 0 ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 0 ˚ . . . ˚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

si i1 ą i2 ou

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ˚ . . . ˚

1 0 0 . . . 0
0 0 ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 0 ˚ . . . ˚

0 1 0 . . . 0
0 0 ˚ . . . ˚
...

...
... . . .

...
0 0 ˚ . . . ˚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

si i1 ă i2.

où les coefficients 1 sont sur les i1-ème et i2-ème lignes et où les étoiles représentent des scalaires.

I.7. Montrer qu’il existe des matrices triangulaires supérieures inversibles Tg et Td telles que
TgATd “ Pσ où σ est une permutation.

I.8. En déduire que
GLnpKq “

ď

σPΣn

T`PσT
`.

I.9. Soient T et T 1 dans T`, soient σ et σ1 dans Σn. On suppose que TPσ “ Pσ1T 1. Montrer que
σ “ σ1.
Indication : On pourra observer que pour toute matrice T “ ptijq1ďi,jďn P T

` et tout k P t1, . . . , nu,
on a

k “ maxti P t1, . . . , nu | tik ‰ 0u “ mintj P t1, . . . , nu | tkj ‰ 0u.

I.10. En déduire que pour une matrice A P GLnpKq donnée, il existe un unique σ tel que A “
TPσT

1 où T et T 1 sont dans T`. Ces T et T 1 sont-ils uniques ?
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II - Drapeaux

On appelle drapeau (complet) de Kn une suite finie de sous-espaces vectoriels

t0u Ă E1 Ă E2 Ă . . . Ă En´1 Ă En “ Kn

où toutes les inclusions sont strictes.
Soit D l’ensemble des drapeaux de Kn.

II.1. Soit pEiqiPt1,...,nu un drapeau. Prouver que pour tout i dans t1, . . . , nu, dimEi “ i.

II.2. Montrer que GLnpKq agit transitivement sur D par la formule

M ¨ pEiqiPt1,...,nu “ ptMv | v P EiuqiPt1,...,nu

où M P GLnpKq et pEiqiPt1,...,nu est un drapeau.
En déduire le nombre d’orbites de cette action.

On s’intéresse maintenant à compter les orbites de l’action de GLnpKq sur D ˆD.
On appelle D0 le drapeau défini par

@i P t1, . . . , nu, Ei “ Vectpe1, . . . , eiq ,

où pe1, ¨ ¨ ¨ , enq désigne la base canonique de Kn.

II.3. Montrer que le stabilisateur de D0 (pour l’action de la question II.2) est T`.

II.4. Montrer que la relation R définie sur GLnpKq par ARB ðñ A´1B P T` est une relation
d’équivalence, puis que le quotient, noté GLnpKq{T`, est en bijection avec D via l’application φ
envoyant une classe M sur M ¨D0 (on commencera par montrer que φ est bien définie).

On considère maintenant l’action diagonale de GLnpKq sur GLnpKq{T` ˆ GLnpKq{T` définie
par M ¨ pA,Bq “ pMA,MBq. On ne démontrera pas que c’est bien une action.

II.5. Pour A et B de GLnpKq, montrer grâce à la partie I qu’il existe σ P Σn et T P T` tels que
pA,Bq “ AT ¨ pIn, P σq, et que σ est unique.

II.6. En déduire le nombre d’orbites de l’action de GLnpKq sur GLnpKq{T` ˆGLnpKq{T`.

Remarque : Cette action correspond bijectivement via φ à l’action diagonale de GLnpKq sur
DˆD. La dernière question dénombre donc le nombre d’orbites de l’action de GLnpKq sur DˆD.

‹ ‹ ‹
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Problème 2 – Analyse

Opérateur de Volterra et opérateurs compacts

Notations et rappels

On rappelle qu’un espace de pré-hilbertien complexe est un espace vectoriel sur C, muni d’un
produit scalaire hermitien pv, wq P H2 ÞÑ 〈v, w〉 P C, c’est-à-dire tel que :

‚ pour tout w dans H, l’application v P H ÞÑ 〈v, w〉 P C est linéaire.

‚ pour tous v, w de H, 〈v, w〉 “ 〈w, v〉. En particulier, 〈v, v〉 est un réel.

‚ pour tout v dans H, 〈v, v〉 ě 0 avec égalité si et seulement si v “ 0. L’application v ÞÑ
a

〈v, v〉
est alors une norme (la norme associée) sur H.

Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien qui est complet pour la norme associée.

On considère dans ce problème un espace de Hilbert complexe pH, 〈¨, ¨〉q, de dimen-
sion infinie, et on note } ¨ } la norme associée. On note respectivement B1pHq et S1pHq la boule
unité et la sphère unité, toutes deux centrées en 0.

On note LpHq l’ensemble des endomorphismes linéaires continus de H, muni de la norme
d’opérateur

|||T ||| “ sup
vPHzt0u

}Tv}

}v}
“ sup

vPS1pHq
}Tv}.

Un nombre complexe λ est une valeur propre de T si il existe un v non nul de H, appelé alors
un vecteur propre, tel que Tv “ λv.

On rappelle les résultats suivants, qui pourront être utilisés sans démonstration :

‚ Théorème de représentation de Riesz : pour toute forme linéaire continue φ : H Ñ C,
il existe un unique vecteur w tel que φ “ 〈¨, w〉.

‚ On note CPMpr0, 1s,Cq l’ensemble des fonctions r0, 1s Ñ C constantes par morceaux. CPMpr0, 1s,Cq
est dense dans L2pr0, 1s,Cq.

Cas particuliers :
On note L2pr0, 1s,Cq l’espace de Hilbert des classes de fonctions boréliennes f (à equivalence

p.p. près) telles que
ş1
0 |fptq|

2dt ă `8 pour lequel xf, gy “
ş

fptqgptqdt.

On note enfin `2pNq l’espace de Hilbert des suites u “ punqnPN à valeurs dans C telles que
ř8
n“0 |un|

2 ă `8 pour lequel xu, vy “
ř8
n“0 unvn.

5/7



I - Préliminaire

Soit T dans LpHq.

I.1. Montrer qu’on a |||T ||| “ supv,wPS1pHq | 〈Tv,w〉 |

I.2. a) Soit w dans H. Montrer qu’il existe un unique vecteur, qu’on notera T ˚w, tel que pour
tout v dans H, 〈Tv,w〉 “ 〈v, T ˚w〉. On peut ainsi considérer l’application T ˚ : w P H ÞÑ

T ˚w P H.

b) Montrer que T ˚ est dans LpHq, et que |||T ˚||| ď |||T |||.

c) Montrer que pT ˚q˚ “ T . En déduire que |||T ˚||| “ |||T |||. On appelle T ˚ l’adjoint de T .

On dit que

‚ T est auto-adjoint si T ˚ “ T .

‚ T est de rang fini si T pHq est de dimension finie.

‚ T est compact si, pour toute suite bornée pvnqnPN, on peut extraire de pTvnqnPN une sous-suite
convergente.

On note KpHq l’ensemble des T P LpHq compacts.

I.3. On suppose dans cette question que T est auto-adjoint.

a) Soient v, w dans H. Calculer la partie réelle de 〈Tv,w〉 en fonction de 〈T pv ` wq, v ` w〉 et
〈T pv ´ wq, v ´ w〉.

b) En déduire que |||T ||| “ supvPS1pHq | 〈Tv, v〉 |.
c) Montrer que les valeurs propres de T sont réelles, et que des vecteurs propres associés à des

valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

I.4. Montrer que si T est de rang fini, alors il est compact.

I.5. Montrer que KpHq est un idéal bilatère de LpHq, c’est-à-dire

@T P KpHq, @B P LpHq, TB P KpHq et BT P KpHq.

II - Cas discret : étude d’une famille d’endomorphismes sur `2pNq

II.1. Soit penqnPN une famille orthonormée de H. Montrer qu’aucune sous-suite de penqnPN n’est
de Cauchy. En déduire que la boule unité de H n’est pas compacte.

Jusqu’à la fin de la partie II, H “ `2pNq. Soit α “ pαnqnPN une suite bornée dans C.

II.2. Montrer que pour tout punqnPN dans H, la suite pαnunqnPN est également dans H.

On peut ainsi définir l’application T : punqnPN P H ÞÑ pαnunqnPN P H.

II.3. Montrer que T appartient à LpHq, c’est-à-dire que c’est un endomorphisme linéaire continu
de H.

II.4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite pαnqnPN pour que T soit de rang
fini.

II.5. Montrer que T est compact si et seulement si la suite pαnqnPN converge vers 0.
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III - Cas continu : étude d’un endomorphisme de L2pr0, 1s,Cq

Dans cette partie, H “ L2pr0, 1s,Cq. Pour f dans H, on définit Tf : r0, 1s Ñ C par

pTfqpxq “ Tfpxq “

ż x

0
fptqdt, x P r0, 1s.

III.1. a) Montrer que pour f P H et pour tout x P r0, 1s, on a |Tfpxq| ď
?
x}f}. En déduire

que la fonction Tf appartient à H.

b) Montrer que T est un endomorphisme continu de H, avec norme d’opérateur |||T ||| ď 1?
2
.

III.2. Montrer que pour tout f dans H, Tf est une fonction continue sur r0, 1s.

III.3. Montrer que T n’a pas de valeur propre.

III.4. On va montrer que T P KpHq. Soit pfnqnPN, une suite bornée de H.

a) Montrer que pour tout x dans r0, 1s, on peut extraire de pTfnpxqqnPN une sous-suite conver-
gente dans C.

b) En déduire qu’il existe une sous-suite pTfnk
qkPN qui converge simplement sur QX r0, 1s.

c) Montrer qu’il existe une constante M ą 0 telle que pour tout k entier positif, et pour tous
x, y dans r0, 1s, |Tfnk

pyq ´ Tfnk
pxq| ďM

a

|x´ y|.

d) Montrer que la suite pTfnk
qkPN est de Cauchy dans l’espace de Banach C0pr0, 1s,Cq.

e) Conclure.

III.5. Montrer que l’adjoint T ˚ de T est donné par T ˚f : x ÞÑ
ş1
x fptqdt.

III.6. On note A “ T ˚T . Montrer que A est un endomorphisme compact et auto-adjoint.

‹ ‹ ‹
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